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Abstract
In the present article, a methodology for teaching modeling problem of mixed torsion for thin-walled open
sections. The mathematical analogy of warped twist as a problem of Euler-Bernoulli beams is exploited. In
fact, the paper proposes to represent the warped torsion differential equation as a perturbation of the pure
torsion or also called the Saint-Venant theory. Thus, it is demonstrated that under certain conditions
related to the value of the torsional slenderness the response of a beam is the addition of infinite pure
warped problems, that is, infinite bending problems, according to the analogy. We call this the asymptotic
torsion analogy.
En el presente art´ıculo se presenta una metodolog´ıa para la ensen˜anza de la modelizacio´n del problema
de la torsio´n mixta en secciones abiertas de pared delgada. Se explota la analog´ıa de la torsio´n alabeada
como un problema de flexio´n de vigas de Euler-Bernouilli. De hecho, se propone representar la ecuacio´n
diferencial de la torsio´n mixta como una perturbacio´n del problema de la torsio´n alabeada pura. As´ı, se
demuestra que bajo ciertas condiciones vinculadas al valor de la esbeltez torsional, la respuesta a torsio´n
mixta de una viga es la suma de infinitos problemas de torsio´n alabeada pura; es decir, infinitos problemas
de flexio´n. Llamamos a esto la analog´ıa asinto´tica de la torsio´n.
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1 Introduccio´n
La ensen˜anza del feno´meno de la torsio´n en las Escuelas Ingenier´ıa se realiza de forma escalona-
da. En general, en la primera etapa se analiza la torsio´n de Coulomb en secciones circulares.
Mediante el ana´lisis de sus deficiencias se introduce, ya en una segunda etapa, la torsio´n de
Saint-Venant. En las antiguas Escuelas Te´cnicas de Ingenier´ıa y en sus heredadas Titula-
ciones de Grado, esta unidad dida´ctica se quedaba aqu´ı. Sin embargo, en aquellas asignaturas
ma´s especializadas de los cuerpos deformables en las Escuelas Te´cnicas Superiores (las asig-
naturas comu´nmente denominadas “Resistencia de Materiales” y “Ca´lculo de Estructuras” de
las titulaciones de las Ingenier´ıas con gran tradicio´n estructurista, como Caminos, Industrial
o Aerona´utica) se estudia un modelo ma´s avanzado: la torsio´n alabeada o torsio´n de Vlasov,
generada por el feno´meno de la coaccio´n al alabeo en secciones abiertas de pared delgada. Las
lecciones se centran en la deduccio´n teo´rica de la expresio´n del llamado torsor de alabeo y de la
ecuacio´n diferencial lineal, de tercer orden, que gobierna el giro de las secciones. Dicha ecuacio´n
se puede escribir en funcio´n de cierto para´metro denominado esbeltez torsional que representa
el reparto del torsor total entre el torsor de Saint-Venant y el torsor de alabeo. La resolucio´n
de la ecuacio´n pone a prueba la formacio´n del alumno en Ana´lisis Matema´tico, sin embargo,
en ocasiones la resolucio´n puramente matema´tica nos aleja de la interpretacio´n f´ısica. Dicha
interpretacio´n es, a juicio del autor, uno de los puntos ma´s importantes en la ensen˜anza esta
teor´ıa. Como es sabido, la parte puramente alabeada de la torsio´n se puede interpretar como
un problema de flexio´n de Euler-Bernouili pues las ecuaciones que la gobiernan son ana´logas;
es la llamada analog´ıa de la flexio´n. De hecho, cuando la esbeltez torsional es muy pequen˜a se
puede despreciar la contribucio´n de la torsio´n de Saint-Vennant pudiendo resolver el problema
como si se tratara de una viga sometida a cortantes y flectores, que juegan el papel de torsores
y bimomentos.
En este art´ıculo proponemos una forma de analizar la torsio´n mixta usando me´todos asinto´-
ticos de perturbacio´n nume´rica. Como resultado, la solucio´n se puede interpretar como una
superposicio´n infinita de problemas de flexio´n. De esta forma la resolucio´n matema´tica ya
no se reduce a una parte del problema alejada de la intuicio´n, sino que contiene en s´ı misma
informacio´n relevante sobre la meca´nica del problema. Adema´s, como ingrediente adicional se
introduce una nueva te´cnica nume´rica, la solucio´n asinto´tica por perturbacio´n, que se escapa
del temario habitual de las asignaturas de Ca´lculo Nume´rico, permitiendo incluso resolver el
problema con caracter´ısticas seccionales variables.
2 Planteamiento matema´tico de la torsio´n mixta.
Cuando los conceptos fundamentales de la torsio´n uniforme (tambie´n llamada torsio´n de Saint-
Venat) esta´n asimilados, surge la siguiente contradiccio´n utilizada habitualmente como punto
de partida para introducir la denominada torsio´n alabeada: si la torsio´n uniforme no considera
tensiones normales pero s´ı alabeos de la seccio´n entonces ¿que´ ocurre en las proximidades de los
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Figura 1: Torsio´n mixta: variables y condiciones de contorno.
2.1 Ecuacio´n diferencial de la torsio´n
Esta contradiccio´n llevo´ a diversos autores (Timoshenko, 1953; Vlassov, 1940) por ejemplo,
como pioneros en este campo, a estudiar y verificar el feno´meno con experimentacio´n en aquellas
estructuras ma´s vulnerables a este feno´meno que son las secciones abiertas de pared delgada en
vigas relativamente cortas. Consideremos una viga recta de longitud L sometida a un torsor
distribuido de magnitud m(x) (ver Figura 1). La ecuacio´n general de la torsio´n mixta es








donde θ(x) es el giro de una seccio´n cualquiera respecto al centro de esfuerzos cortantes, E,G
son el mo´dulo de Young y el mo´dulo de rigidez a cortante, J es el mo´dulo de torsio´n y Γ es el
mo´dulo de alabeo, m(x) es el momento distribuido a lo largo de la viga. La Ecuacio´n (1) se




que mide la proporcio´n entre la rigidez seccional de ambos mecanismos de torsio´n: la torsio´n
uniforme GJ y la torsio´n alabeada EΓ. La ecuacio´n se hace adimensional haciendo x = Lξ e











La solucio´n general de la ecuacio´n es de la forma
θ(ξ) = α + βsinh(λξ) + γcosh(λξ) + θp(ξ). (4)
Donde α, β, γ son constantes de integracio´n a obtener con las condiciones de contorno y θp(ξ)
es una solucio´n particular de la ecuacio´n completa. Obtenida la solucio´n en giros los esfuerzos
asociados al problema de torsio´n se obtienen como:
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El para´metro λ gobierna el reparto del torsor total en cada seccio´n TJ + TΓ entre cada una
de sus componentes. En las zonas cercanas a secciones con alabeo coartado es predominante
el comportamiento alabeado mientras que en las zonas alejadas el reparto dependera´ de la
longitud de la viga respecto al radio de giro a torsio´n iT =
√
EΓ/GJ = L/λ.
2.2 Dominios de la torsio´n. La analog´ıa de la flexio´n
En general para el ana´lisis de la torsio´n de una viga de longitud L y con condiciones de contorno
en los extremos, un criterio para verificar que´ mecanismos de torsio´n son predominantes es el
dado por la Tabla 1. Se comprueba que valores bajos de la esbeltez torsional se corresponden a
secciones esbeltas (se asume abiertas) en vigas cortas en relacio´n al radio de giro de la seccio´n.
Tabla 1: Dominios de la torsio´n.
Dominio de la torsio´n Esbeltez torsional Ecuacio´n de la torsio´n
Alabeada pura λ = 0 EΓθiv = m(x)
Alabeada dominante 0 < λ < 2.0
EΓθiv −GJθ′′ = m(x)Mixta 0 ≤ λ < 5.0
Uniforme dominante 5 ≤ λ < 10
Uniforme pura λ→∞ GJθ′′ = −m(x)
A partir de la divisio´n presentada en la Tabla 1, obtener la solucio´n de torsio´n en vigas con
esbeltez torsional nula se reduce a resolver una viga a flexio´n pues la ecuacio´n que gobierna el
feno´meno de la torsio´n alabeada pura, EΓθiv = m(x), es exactamente igual a la de la flexio´n
en vigas de Euler-Bernouilli, EIwiv = q(x): es lo que se denomina analog´ıa de la flexio´n.
Ba´sicamente, se trata de traducir condiciones de contorno, fuerzas y variables a un problema
ana´logo de flexio´n. En la Tabla 2 se muestra la correspondencia entre los dos problemas.
Es obvio que resulta mucho ma´s intuitivo obtener estas variables que los torsores y bimomentos
asociados, cuya naturaleza es bastante ma´s complicada de entender. Resulta en general ma´s
co´modo trabajar en la obtencio´n de movimientos o en la resolucio´n de vigas hiperesta´ticas a
flexio´n mediante me´todos cla´sicos como los teoremas de Mohr o los teoremas de Castigliano
[Beer et al, 2011], por mencionar alguno. Adema´s el problema de flexio´n nos ayuda enorme-
mente a interpretar f´ısicamente el problema de la torsio´n, pues esfuerzos ana´logos producen
tensiones de la misma naturaleza. Esto se puede visualizar con las tensiones normales: En el
problema de la flexio´n se calculan a partir de los flectores, por lo que en el problema de la
torsio´n tienen exactamente la misma expresio´n pero en funcio´n de los bimomentos, tal y como
se observa en la Tabla 2. La misma analog´ıa se puede realizar entre tensiones tangenciales, tor-
sores y cortantes. Esta analog´ıa es muy u´til pues nos permite predecir a priori las secciones ma´s
solicitadas por simple observacio´n de los diagramas de cortantes y flectores de la analog´ıa de la
flexio´n. Esto es especialmente u´til cuando tenemos una viga con mu´ltiples apoyos intermedios
y diferentes configuraciones de carga.
No´tese que la analog´ıa de la flexio´n tal y como la hemos presentado no podemos usarla para
obtener la respuesta en torsio´n para el caso general de la torsio´n mixta λ 6= 0, pues aparece el
te´rmino de la torsio´n uniforme. Llegados a este punto nos preguntamos: ¿podr´ıamos generalizar
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Tabla 2: Correspondencias en la analog´ıa de la flexio´n.
Torsio´n alabeada Analog´ıa flexio´n plano xz
Variables Variables
• Giro (eje x) θ(x) • Flecha w(x)
• Torsor T (x) • Cortante V (x)
• Bimomento B(x) • Flector M(x)
• Alabeo unitario ω(s) • Coordenada vertical z(s)
• Alabeos u(x, s) = −ω(s)θ′(x) • Alabeo u(x, s) = −z(s)w′(x)
Fuerzas exteriores Fuerzas exteriores
• Momento distribuido m(x) • Fuerza distribuida q(x)
Condiciones de contorno Condiciones de contorno
• Empotramiento θ = 0, θ′ = 0 • Empotramiento θ = 0, θ′ = 0
• Horquilla θ = 0, θ′′ = 0 • Apoyo simple θ = 0, θ′′ = 0
• Libre θ′′ = 0, θ′′′ = 0 • Libre θ′′ = 0, θ′′′ = 0
Ecuaciones Ecuaciones
B′(x) = T (x) M ′(x) = V (x)
T ′(x) = −m(x) V ′(x) = −q(x)




Γ ω(s) σx =
M(x)
I z
τ(s) = T (x)t(s)Γ
∫ s
0




ser´ıan las condiciones de validez de tal generalizacio´n?
3 Parametrizacio´n del problema y la solucio´n asinto´tica
3.1 La analog´ıa asinto´tica de la flexio´n
La clave para poder responder a las preguntas anteriores esta´ en interpretar la Ecuacio´n (3)
como una ecuacio´n diferencial dependiendo de un nuevo para´metro llamando ε = λ2. La







A0θ(0) + A1θ(1) = B, (9)
donde µ(ξ) = L4m(ξ)/EΓ representa a los torsores distribuidos pero de forma adimensional,
A0,A1,B son matrices conocidas y θ(ξ) = {θ(ξ), θ′(ξ), θ′′(ξ), θ′′′(ξ)}T . El giro es ahora una
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solucio´n en torsio´n alabeada (ε = 0) y si esta nueva variable es suficientemente pequen˜a, las
te´cnicas de solucio´n asinto´tica (Wasow, 1976) pueden dar una buena estimacio´n de la solucio´n







= θ0(ξ) + θ1(ξ)ε+ θ2(ξ)
ε2
2
+ . . . (10)































θ′′n−1 = 0, (12)
y particularizando en ε = 0 obtenemos la ecuacio´n diferencial para obtener la n-e´sima funcio´n
a partir de la n− 1, imponiendo condiciones de contorno homoge´neas.
θivn = nθ
′′
n−1, n = 1, 2, 3, . . . (13)
A0θn(0) + A1θn(1) = 0. (14)
La funcio´n θ0(ξ) se obtiene haciendo ε = 0 en la Ecuacio´n (9) con las condiciones de contorno
originales.
θiv0 = µ(ξ), (15)
A0θn(0) + A1θn(1) = B. (16)
Las Ecuaciones (13), (14), (15) y (16) definen una sucesio´n infinita de problemas de flexio´n de








donde q(ξ) representa las fuerzas exteriores distribuidas (positivas en la direccio´n de z). De
acuerdo a las Ecuaciones (13), (14), (15) y (16) y por comparacio´n directa con la Ecuacio´n (17)
se tiene que las fuerzas exteriores del problema n se obtienen a partir de la segunda derivada
de la solucio´n en el problema n − 1, mientras que para el problema inicial (n = 0), la fuerza
distribuida exterior es directamente µ(ξ). El proceso se puede repetir tantas veces como se desee
siendo necesaria en cada paso la resolucio´n de un problema de flexio´n del cual se obtienen las
flechas θn(ξ), los cortantes Tn(ξ) y los flectores Bn(ξ). No´tese que ya usamos la nomenclatura








= θ0(ξ) + θ1(ξ)ε+ θ2(ξ)
ε2
2




= θN(ξ, ε), (18)






= T0(ξ) + T1(ξ)ε+ T2(ξ)
ε2
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Figura 2: Analog´ıa de flexio´n asnto´tica para problemas de torsio´n mixta. Flujo de ca´lculo.
donde se ha usado la aproximacio´n asinto´tica de los N primeros te´rminos. En la Figura 2 se
ha representado esquema´ticamente la organizacio´n en el ca´lculo de la respuesta de la viga a
torsio´n mixta a trave´s de la solucio´n de N problemas de flexio´n de vigas. En dicha figura se
pone de manifiesto la ı´ntima relacio´n entre el comportamiento de la torsio´n mixta y la flexio´n
de vigas extendiendo esta analog´ıa ma´s alla´ de la torsio´n alabeada pura. Sin embargo, llegados
a este punto surgen dos cuestiones puramente matema´ticas:
1. ¿Siempre se puede garantizar una mayor precisio´n si se toman ma´s te´rminos?
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En los dos subapartados siguientes se da respuesta a estas preguntas.
3.2 Condiciones de convergencia
La cuestio´n 1 formulada arriba esta´ estrechamente relacionada con la convergencia de la serie
de la Ecuacio´n (10). De hecho, asumiendo que la serie es convergente entonces los te´rminos van
paulatinamente decayendo hasta hacerse despreciables. De ah´ı que sea razonable truncar la serie
en el te´rmino N . Intuitivamente, para valores pequen˜os del para´metro ε la serie convergera´.
Ma´s au´n, parece lo´gico que cuanto ma´s pequen˜o sea ε menos te´rminos tendremos que tomar.
Vamos a demostrar que esto en efecto es as´ı, dando adema´s las condiciones necesarias para que
as´ı suceda.
Denominemos por k a la norma de la respuesta (lla´mese giro o flecha, es indiferente) corres-
pondiente al problema inicial de flexio´n para n = 0, es decir
‖θ0‖ = max
0≤ξ≤1
|θ0(ξ)| = k. (21)
En caso de tener condiciones de contorno no homoge´neas, e´stas han sido aplicadas para calcular
θ0(ξ). A partir de n ≥ 1, las condiciones de contorno son homoge´neas de forma que es fa´cil
comprobar, a partir de las Ecuaciones (13) y (15) que
‖θn‖ ≤ n‖θn−1‖ ≤ n(n− 1)‖θn−2‖ ≤ . . . ≤ n!‖θ0‖. (22)
Dado que el dominio de integracio´n es 0 ≤ ξ ≤ 1. Veamos si la solucio´n en forma de serie es
absolutamente convergente pues en tal caso, la serie es convergente y el me´todo asinto´tico se
puede aplicar (Bender and Orszag, 1999). En efecto, la condicio´n necesaria es ε < 1 pues en











3.3 Error de truncamiento
Asumiendo entonces que ε = λ2 < 1 entonces se puede obtener a priori una cota del error de
truncamiento al tomar u´nicamente los N + 1 primeros te´rminos de la serie.

































Este resultado nos permite decidir sobre los te´rminos a calcular una vez calculado el problema
inicial (n = 0) y conocido el error ma´ximo que estamos dispuestos a asumir. Resaltar el
hecho de que ε < 1, es una condicio´n necesaria pero no suficiente, es decir bajo esta condicio´n
garantizamos los resultados de las Ecuaciones (23) y (24) pero no podemos asegurarlos con
rigor matema´tico cuando ε < 1. Esto no significa que la solucio´n sea divergente cuando la
esbeltez torsional sea superior a la unidad y de hecho se aprecia en los ejemplos que la solucio´n
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fuera necesario adoptar otras hipo´tesis para entender matema´ticamente este comportamiento
tan satisfactorio, pero ello se escapa de los objetivos del presente art´ıculo. En cualquier caso,
en nuestra opinio´n el e´xito del me´todo radica en poder resolver mediante flexio´n de vigas
problemas de torsio´n alabeada dominante dentro del rango 0 < λ ≤ 1, ma´s alla´ de la hipo´tesis
de torsio´n alabeada pura con λ = 0 (ver Tabla 1), dando un nuevo enfoque f´ısico a la resolucio´n
matema´tica mediante la definicio´n de la serie de problemas de flexio´n.
4 Ejemplo nume´rico de aplicacio´n
Figura 3: Ejemplo de aplicacio´n.
Como ejemplo de aplicacio´n elegimos el problema de la viga de la Figura 3. Se trata de una
viga de longitud L, sometida a un momento torsor uniforme de valor m0. Las condiciones de
contorno son:
• En x = 0, giro y alabeo impedidos.
• En x = L ,giro impedido y alabeo libre.
Asumiendo las caracter´ısticas meca´nicas de la seccio´n (EΓ, GJ) constantes a lo largo de la viga
se puede obtener la solucio´n exacta cuya expresio´n no se representa aqu´ı por su extensio´n. La
solucio´n aproximada se obtiene siguiendo el exquema descrito en la Figura 2, obteniendo el giro







= θ0(ξ) + θ1(ξ)ε+ θ2(ξ)
ε2
2










= T0(ξ) + T1(ξ)ε+ T2(ξ)
ε2
2

















Donde el para´metro µ0 = L
4m0/EΓ. Soluciones de orden superior son obtenidas empleando el
me´todo recursivo propuesto en el art´ıculo en las Ecuaciones (13) y (15). Las soluciones obtenidas
son polinomios de grado superior (llegando al grado 12 en el caso de θ4(ξ)) pues se obtienen como
integracio´n de las soluciones previas. Se ha usado el software Wolfram Mathematica c© para
obtener los ca´lculos necesarios de forma simbo´lica. El resultado se presenta en forma gra´fica
en la Figura 4, donde se han representado los giros y los bimomentos para diferentes valores
de la esbeltez torsional λ = {0.5, 0.9, 1.5, 3.0}. Los resultados validan la solucio´n adoptada en
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en la pra´ctica no son necesarios muchos te´rminos en la serie cuando nos encontramos en un
problema de torsio´n mixta del tipo “alabeada dominante”. Adema´s, se comprueba que tambie´n
se obtienen buenas soluciones para valores de la esbeltez torsional mayores que la unidad. Esto
podr´ıa parecer contradictorio con el hecho de que se haya demostrado en el art´ıculo que la
convergencia se da para 0 < λ ≤ 1. Sin embargo, recordemos que se probo´ con rigor que
en dicho intervalo la solucio´n aproximada por la serie converge, pero no se obtuvo la solucio´n
contraria (divergencia) para λ > 1. Lo cual deja abierta la posibilidad de que tambie´n se
obtengan soluciones satisfactorias para una esbeltez torsional mayor que la unidad, tal y como
se comprueba en las gra´ficas para λ = 1.5 o λ = 3.
Giros Bimomentos






























































































Figura 4: Resultados del ana´lisis asinto´tico para el ejemplo nume´rico.
En la Figura 4 se observa por un lado una consecuencia evidente del me´todo de la perturbacio´n
homoto´pica empleado y es que a medida que aumenta el para´metro λ de perturbacio´n disminuye
la precisio´n del resultado. Por otro lado, la eleccio´n de ma´s te´rminos en la serie aumenta tambie´n
la precisio´n. As´ı, elegir 4 te´rminos supone aproximar con gran precisio´n la solucio´n exacta para
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5 Conclusiones
La esbeltez torsional permite discutir el reparto del torsor entre el comportamiento uniforme
(torsio´n de Saint-Venant) y el comportamiento alabeado (torsio´n alabeada). Cuando la esbeltez
torsional es estrictamente cero las ecuaciones que gobiernan el problema son exactamente las
mismas que las que controlan la flexio´n de vigas sin deformacio´n por cortante. En este art´ıculo se
presenta una metodolog´ıa de ensen˜anza de la torsio´n mixta basada en la analog´ıa entre la torsio´n
alabeada y la flexio´n de Euler-Bernouilli. La clave del problema esta´ en considerar la ecuacio´n
diferencial como una perturbacio´n del problema alabeado cuyo para´metro de perturbacio´n es
precisamente el cuadrado de la esbeltez torsional. Como consecuencia, se demuestra que para
valores de la esbeltez menores que la unidad la respuesta de la viga a torsio´n mixta es una serie
(entendida como suma infinita) de problemas de torsio´n alabeada pura, es decir de problemas
de flexio´n, debido a la analog´ıa. Se presenta un ejemplo nume´rico en el que se visualizan los
resultados de la aproximacio´n. Se muestra as´ı mismo que el rango de valores de la esbeltez
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